Maa 57.290 Fotogrammetrian erikoisty6

Kaksiulotteisesta projektiivisesta
muunnoksesta

Petteri Pontinen
36171s

12. toukokuuta 1999



Maa 57.290 Fotogrammetrian erikoistyo

Sisalto
1 Johdanto

2 Matemaattinen tausta
2.1 Johto vektorialgebraa kiyttden . . . . . . .. ..o
2.2 Johto suoraan kollineaarisuusyhtaléistd . . . . . ... ... ... ...

3 Muunnoksen ominaisuuksista
3.1 Suorien kuvautuminen . . . . . . . . ... e
3.2 Kéantelsmuunnos . . . . . . . . .. ... e e
3.3 Homogeeninen esitysmuoto . . . . . . .. .. ...
3.4 Esimerkkejd . . . . . ... oo

4 Muunnosparametrien méirittiminen
4.1 Eteenpdinmuunnos . . . . . . . . . ... Lo e
4.2 Kainteismuunnos . . . . . . . ..o Lo

5 Muunnoksen tulkinta
5.1 Parametrien variointi . . . . . . . . . . .. ...
5.2 Tasotulkinta . . . . . . . . . . . ..
5.3 Erikoispisteiden kiytté . . . . . .. ..o

6 Loppusanat
Viitteet
Liite 1

Liite 2

i

11
11
13
13

14

14

17

18



Maa 57.290 Fotogrammetrian erikoisty6 1

projisoitava piste  p
projektiokeskus c
kuvapiste T
kuvatason normaali n
koordinaattiakselit X,y =
(0]
Kuva 1: Pisteen projektio tasolle.
1 Johdanto

Tassé erikoistyossé on ruodittu kaksiulotteista projektiivista muunosta. Aluksi on
esitetty muunnoksen matemaattinen tausta ja joitakin sen perusominaisuuksia (kap-
paleet 2 ja 3). Tamén jalkeen on kerrottu miten muunnos voidaan laskea vastinkuva-
pisteiden avulla (kappale 4). Kappaleessa 5 on esitetty jossain méérin laihaksi jadnyt
yritys l6ytdd muunnoksesta jotain uutta ja kiyttokelpoista.

Jotta lukija voisi itse tutkia ja varmistaa téssa tyossi esille tulleita asioita, on liittees-
si 1 esitetty yksinkertaisen havaintovilineen rakennus- ja kdyttoohjeet ja liitteessa
2 muutamia Matlab-koodeja muunnoksen laskemiseksi ja visualisoimiseksi.

2 Matemaattinen tausta

2.1 Johto vektorialgebraa kiyttaen

Kuvassa 1 on esitetty pisteen P projisointi kuvatasolle. Katkoviivat kuvaat vapaasti
valittua suorakulmaista ja oikeakitistd koordinaatistoa. Kuvatason maarittavit ta-
son normaalivektori n ja jokin tasossa sijaitseva piste. Valitaan tasosta jokin mieli-
valtainen piste kuvakoordinaatiston origoksi jonka paikkavektori katkoviivoilla osoi-
tetussa koordinaatistossa on 7. Vektorit z and y méaarittaviat kuvakoordinaatiston
akseliston. Vektoreille n,z ja y pétee

n| = |zl =yl =1 (1)
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ja koska z ja y ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan niin myos
z-7=0. (2)

Jos piste h sijaitsee kuvatasolla, toteuttaa se lausekkeen

n-(h—7y) =0. (3)
Vektorille 7 voidaan kirjoittaa
r=c+s(p—o), (4)

missd s on tuntematon kerroin. Koska 7 on kuvatason pisteen paikkavektori, niin
n-(F—7y) =n(c+s(p—¢)—7y) =n-(c— 7o+ s(p—¢)) =0 jas voidaan ratkaista

_n-(e—7p)
EEENCETN ®)

Kuvapisteen x-koordinaatti 2’ saadaan projisoimalla vektori 7 — 7y vektorille Z
' =z (F—To) (6)
ja kiyttamélld lauseketta (4) saadaan

g’ =2 -[c+s(p—¢)—To]=Z-((c—To)+s(p—2)). (7)

Sijoittamalla lauseke (5) lausekkeeseen (7) saadaan

= 7'((é—f0)+

8

Kayttamalla saantod (a - ¢)b — (a-b)e = a X (b x ¢) saadaan

/ n X [(6 — FO) X (5 - ﬁ)] (9)

r=2x-

n-(¢—p)
ja sddnnon a - (b x ¢) = (a x b) - ¢ perusteella edelleen

,_ (Exn)-[(€—=70) x (- P)]

T = . 10
) 1o
Oikeakitiselle koordinaatistolle piatee £ X n = —y, jolloin saadaan
x/:_g'[(é___o_)xfé_ﬁ)]. (11)
n-(¢—p)

Myos kuvapisteen 1'-koordinaatti saadaan samalla tavalla projisoimalla vektori 7 —7
vektorille ¥

Yy =7 (r—T7o). (12)
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Vertaamalla lausekkeita (6) ja (12) voidaan kirjoittaa suoraan

,_ Gx)-[(e—70) x (€= P)] 3

' n- =)

Ja koska kiytetddn oikeakitistd koordinaatistoa niin y X n = z, jonka perusteella
saadaan

,_z-lle=r0) x (c=p)] "

Yy = —
n-(c—p)
Tekemélla sijoitukset
21 n1 C1 T1 T
J=|yw |, A=|ny|,6=]co|,7To=|r| and p=| vy (15)
Ys n3 C3 T3 2
yht#l66n (11) and ryhmittelemé&lld termit saadaan
o= (—yaC3 + Yors + YsCo — YaT2)x i (16)

(—n1)x + (—n2)y + (—n3)z + (n1c1 + nace + nacs)
(y1c3 — y1r3 — ysc1 + yar1)y
(—n1)z + (—n2)y + (—n3)z + (n1c1 + nacy + nacs)
(—coyr + roy1 + Cry2 — T1Y2)% n
(—n1)x + (—n2)y + (—n3)z + (nyc1 + ngcs + n3c3)
(—racsyr + carsy1 — C1T3Y2 + YaT1C3 — Y3T1C2 + Y3C172)
(—n1)x + (—n2)y + (—n3)z + (nic1 + ngcy + nzcz)

Helposti ndhdéén, ettd myos 4 voidaan muokata samanlaiseen muotoon. Nimeiamél-
14 termit uudelleen voidaan kirjoittaa

o 1T + by +c1z +d;
aoT + boy + coz + dy’

;09T + by + coz + dy
a4 boy + coz + dy

(17)

(18)

Néin on saatu johdettua tutut suoran lineaarisen muunnoksen (Direct Linear Trans-
formation) yhtélot. Ne kertovat avaruuspisteen kolmiulotteisten koordinaattien ja
vastaavien kuvakoordinaattien vilisen yhteyden. Ajatellaanpa ettid yhden tason si-
jasta meilld onkin niitd kaksi leikkaamassa samoja kuvaussiteita (kuva 3 a). Lisdksi
sijoitetaan kohdekoordinaatisto siten, ettd se yhtyy toisen kuvan kuvakoordinaatis-
toon (kuva 3 b). Yht#lot (17) and (18) pétevit myos tissd tapauksessa. Koska p ja p’
sijaitsevat samalla kuvausséteelld, on niiden molempien projektio ylimmaélla kuvalla
p”. Toisin sanoen pisteet (z y 2)7 voidaan “korvata” pisteelld (z' 3’ 0)7 laskettaessa
kuvakoordinaatteja z” ja y”. Saamme siis

£ — P17’ +poy +p3-0+py _ 1@’ + pay’ + pa
Pox’ +proy’ + P11 0+ P12 Pox’ + oy’ + Pr2’

v Dt +pey +pr-04+ps  psa’ + pey’ + ps
© por’ +proy + P10+ pia PeT + Proy + Pra

(19)

(20)
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a) b)

Kuva 2: a) Kaksi eri tasoa leikkaamassa samaa kuvaussiddettd. b) Kohdekoordinaa-
tisto siirrettynd toisen kuvan kuvakoordinaatistoon.

Jakamalla lausekkeiden (19) and (20) osoittajat ja nimittdjit parametrilla po saa-
daan

o a1z’ + ay’ + as (21)

a7z’ +agy + 17

w0+ asy' + ag

a4 agy +1°

(22)

Lausekkeet (21) ja (22) ovat tutut “tasolta tasolle”muunnoksen kaavat. Tassa yhtey-
dessd on hyva huomauttaa etté lausekkeiden (19) ja (20) osoittajat ja nimittajét olisi
voitu jakaa milld tahansa parametreista p;, jolloin olisi saatu uudet kahdeksan pa-
rametria. Jos pyritddn minimoimaan laskentatarkkuudesta aiheutuvat virheet, kan-
nattaa valttdd jakamista sellaisella parametrilla, jonka itseisarvo on ldhelld nollaa.

2.2 Johto suoraan kollineaarisuusyhtaloisti

Koska kolllineaarisuusyhtiléiden oletetaan olevan lukijalle entuudestaan tuttuja, ei
niitad téssd yhteydessd ryhdytd johtamaan vaan tyydytddn toteamaan, ettid jos pro-
jektiokeskus (X, Yo, Zy), kuvapiste (z,y) ja kohdepiste (X, Y, Z) ovat samalla suo-
ralla, toteuttavat ne yhalot

= _Cmn(X — X()) —+ m12(Y - YE)) + m13(Z — Z()) (23)
ma1 (X — Xo) +maa(Y — Yo) +mss(Z — Zp)
ma1 (X — Xo) + maa (Y — Yp) + mes(Z — Z)
’ITL31(X — X()) + mgg(Y — YE)) + m33(Z - Z()),

Y= e (24)

misséd ¢ on kameravakio ja mq;,m12,...,m33 kiertomatriisin elementteja. Aivan kuten
suoran lineaarisen muunnoksenkin kohdalla yht&lét (23) ja (24) ilmaisevat mihin
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jokin avaruuspiste projisoituu kuvalla. Jos kohde on taso ja vieldpa XY-tason suun-
tainen, tulee termistd (Z — Z;) vakio. Merkitdén tétd vakiota H:lla. Kertomalla ja
ryhmitteleméalla voidaan yhtalot (23) ja (24) saattaa muotoon
= —lelX — cmng — C(mlgH + m11X0 + mngb) (25)
mg1 X + mgY + masH + mg1 Xo + ms2Yy
_ —emp X — emgY — c(mazHmg X + ma2Yp)
- m31X + m32Y + m33H + m31X0 + mg,gYE)

(26)

Jakamalla osoittajat ja nimittajat termilld ma3 H + mg1 X + m32Y, ja nimeamalla
kertoimet uudelleen saadaan aikaiseksi yhtdlot (21) ja (22). Talloin huomataan siis,
etta

—CMm11

a; = , 27
' mazH + mz1 Xo + maY) (27)
—CMyg
ay = , 28
2 masH + mg1 X + m32Y) (28)
= —c(mizH + muzo + mipY)) (29)
° masH + mg1 Xo + maaYy
—CMay
Qy = , 30
! masH + mz1 Xo + msY) (30)
as = — (31)

masH + mg Xo + mso Yy’
—c(maosH + ma1xo + MaaYp)

ag = , 32

0 masH + m31 X + m32Y) (32)
ma31 .

a; = , ja 33

! mazH + mz1 Xo + maY) ) (33)

ag = a2 (34)

masH + m31 Xo + maa Yy

Yhtalot (27)-(34) ovat siind mielesséd “mukavia”, ettd niistd nikee mitké fysikaaliset
tekijit mihinkin muunnosparametriin vaikuttavat. Kéénteinen tehtdvi, ts. miten
jonkin parametrin muuttaminen vaikuttaa fysikaalisiin tekijoihin, ei valitettavasti
ole kovin helposti ndhtévissid. Téatd ongelmaa puidaan hieman my6hemmin.

3 Muunnoksen ominaisuuksista

3.1 Suorien kuvautuminen

Nyt kun kaksiulotteisen projektiivisen muunnoksen matemaattinen ja fysikaalinen
tausta on tullut jossain maarin tutuksi, voidaan tehd& jotain yksinkertaisia johto-
paatoksid sen ominaisuuksista. On esim. melko helppo hyviksya viite, ettd kysei-
sessd muunnoksessa suorat kuvautuvat suoriksi. Kuvalla ndkyva suora ja projektio-
keskus maarittiavit tason, jonka leikkaus jonkin toisen kuvatason kanssa on tietysti
suora. Ja koska kyseessd on keskusprojektio, vastinsuorien kaksoissuhteet siilyvit
[Nystrom 1968].
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3.2 Kaanteismuunnos

Jos projektiokeskus ei sijaitse kummallakaan kuvatasolla (tai sen jatkeella) leikkaa
kuvausside molemmat tasot vain kerran. Toisin sanoen jokaiselle tason pisteelle
l6ytyy tasan yksi vastinpiste toisella tasolla. Tama tarkoittaa sitéd, ettd muunnos on
mahdollista laskea molempiin suuntiin (tasolta A tasolle B ja tasolta B tasolle A).
Jos muunnos tasolta A tasolle B on muotoa

!/ !
o a1 x + ay + a3
arr’ +agy’ + 17

! /!
n Q4T +asy + ag

= , 36
y a7z’ + agy’ + 1 (36)

(35)

on muunnos tasolta B tasolle A muotoa [Slama et al. 1980]

o (a5 — agag)x” + (azag — az)y" + (asae — azas) (37)
(agag — aby7)x" + (aza7 — arag)y” + (a1as — agay)’

' (asar — ag)z” + (a1 — azar)y" + (azaq — ayag) (38)
(asag — asar)z" + (asar — aras)y” + (a1a5 — asas)

Yhtilo (37) saadaan ratkaisemalla ensin y’ yhtélostd (35) ja sijoittamalla se yht&loon
(36). Vastaavasti yhtilo (38) saadaan kun ratkaistaan ensin x’ yhtdlostd (35) ja
sijoitetaan se yhtaloon (36).

3.3 Homogeeninen esitysmuoto

Kaksiulotteinen projektiivinen muunnos voidaan esittdd kitevisti myos matriisimuo-
dossa homogeenisia koordinaatteja kiyttden

n / !

a; Q9 as X X

" _ ! — !
Y =la as ag vy |=Ply |, (39)

2" a; ag 1 2! 2

jolloin suorakulmaiset koordinaatit 2" ja y” saadaan homogeenisista jakamalla 2" /2"
ja y" /2" [Niini 1990]. Jos yht&lo (39) kerrotaan molemmin puolin P:n kiéinteismat-
riisilla saadaan

-1
x/ a1 as as .TI" .’E'"
! _ "m _ —1 "
Yy |=as a5 as y" | =Py |. (40)
o ar as 1 P P

Koska matriisi P on vain 3x3 matriisi, on se helppo kidantda determinantteja apuna
kiyttden [Kreyszig 1993], jolloin saadaan

1 a5 — GgAry azag — a2 G206 — Q305 1
= m Qg7 — Q4 a1 — asar a3aqs — Q10¢ = m
G408 — AsQ7 Q207 — Q108 Q105 — G204

p Q, (41)

missi
‘P| = a1 (0,5 — CL4ag) — (12(@4 - a6a7) + ag(a4a8 — a5a7.) (42)
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Matriisin @ alkiot ovat tietysti samoja kuin yhtéloiden (37) ja (38) kertoimet. Koska
projektiivinen muunnos on "kaksisuuntainen”, on matriisilla P oltava kdinteismat-
riisi. Ja toisaalta tiedetdédn, ettd jos matriisin determinantti on nolla, ei matriisilla
ole kidnteismatriisia. Téstd saadaan muunnosparametreja sitova lauseke

a; Qo as
|P| = |a4 Qa5 Qg 75 0. (43)
a7 as 1

3.4 Esimerkkeja

Kuvissa 4-14 on esitetty kuva 3 muunnetuna erilaisilla projektiivisilla muunnoksilla.
Kuvista nihdédin ettd muunnoksella on mahdollista toteuttaa kiertoja (kuvat 4 ja
5), "kutistamisia” (kuvat 6-9), peilauksia (kuva 10) jne. My6s kaikkien edelld mai-
nittujen yhdistelmid voidaan saada aikaan (kuvat 11-13). Kuvassa 14 on esitetty
tapaus, joka syntyy kun kuvatasot sijaitesevat kuvan 15 esittdmélld tavalla. Kuvaa
14 lukuunottamatta kaikki em. esimerkit on helposti havainnollistettavissa liitteessa
1 esitetylld vilineella.

4 Muunnosparametrien maarittaiminen

4.1 Eteenpiainmuunnos

Yhtaloistd (21) ja (22) ndhdién, ettd kaksiulotteisessa projektiivisessa muunnok-
sessa on kahdeksan parametria. Koska jokaista kuvapisteparia (z},y!), (¢, v!) koh-
ti saadaan kaksi yhtdlod, riittdd muunnosparametrien laskemiseksi nelji pisteparia.
Jos muunnosparametrien ratkaisemisessa kiytetddn tdtd minimim&aarad pisteita, ei-
vit niistd mitkddn kolme saa sijaita samalla suoralla. Jos yhtéloiden (21) ja (22)
molemmat puolet kerrotaan termilld a;z’ + agy’ + 1 saadaan

i (a7z; + agy; + 1) = a1} + azy; + as, (44)
yi (a7} + asy; + 1) = asz; + asy; + as, (45)
joista edelleen kertomalla ja termeji siirtdmaélla saadaan
0125 + GaY; + a3 — a7 Ty — agYix; = X, (46)
as; + asy; + ag — arTy; — agYiY; = Y;- (47)
Y114 oleat yhtidlot voidaan kirjoittaa matriisimuotoon
Ax =1, (48)
missé
rzy yy 1 0 0 0 —zizf —yizf]
0 0 0 2% y 1 =2y —wyf
 yy 10 0 0 —zhal —ybxl
Agys = |0 0 0 = wyp 1 —zhyy  —ysys || (49)
T, Yo, 1 0 0 0 —zpz; —y,a,
L0 0 0 = yp 1 —2hyn —Ynyn
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Kuva 3:

Kuva 5: Kuva 6:

Kuva 7: Kuva 8:
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Kuva 9: Kuva 10:

Kuva 11: Kuva 12:

Kuva 13: Kuva 14:
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Kuva 15: Kuvaa 14 vastaavan muunnoksen fysikaalinen esitys.

Xgx1 — (a1 az ... ag )T ja (50)
b = (af o of ¥8 ... oan oyn)' (51)

missd n on pisteparien lukuméérd. Jos n on suurempi kuin nelji, ei yhtalolla (48)
ole yksikésitteistd ratkaisua. Ratkaisu X joka minimoi jaddnndésvirheiden

v=1-Ax (52)
nelisumman v’ v saadaan laskemalla [Inkild 1997]
%= (ATA)TATL (53)

Ratkaistujen parametrien kovarianssimatriisiksi saadaan

> =02(ATA) T, (54)
missa .
2 V'V
= . 55
% 2n — 8 (55)

Koska kyseessi on lineaarinen tapaus ratkeavat muunnosparametrit ilman iterointia.

4.2 Kaanteismuunnos

Kéénteismuunnos saadaan laskettua vaihtamalla pisteiden (z},y!) ja («},y)) paik-
kaa yhtaloissa (44)-(51). Mikéli eteenpdinmunnos on jo laskettu voidaan kédénteis-
muunnos laskea eteenpdinmuunnoksen muunnosparametrien avulla kiyttden yhta-
16itd (37) ja (38).
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200 200
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100 100
50 50 \
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) 100 200 ) 100 200
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200 200
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0 00 200 300 =0 100 200

Kuva 16: Kaksi eri kohdissa sijaitsevaa neliétd muunnettuna samalla muunnoksella.
Ylarivin tapauksesa nelikulmio nédyttda vinoutuvan vasemmalle ja alarivin tapauk-
sessa oikealle.

5 Muunnoksen tulkinta

5.1 Parametrien variointi

Téssd luvussa tutkitaan miten eri muunnosparametrit vaikuttavat saatavaan loppu-
tulokseen eli muunnettuun kuvaan. Jos asiaa halutaan tutkia kokeellisesti laskemalla
muunoksia parametrien arvoja vaihdellen torméatdan muutamiin hankaluuksiin. En-
simmainen hankaluus on se, ettd jos halutaan tutkia kaikki parametrikombinaatiot
vaihdellen parametrien suuruutta (itseisarvoa) ja etumerkkid, saadaan tutkittavaksi

4% — 1 = 65535 (56)

tapausta. Toinen hankaluus on se, ettd myos itse muunnettava pisteisté vaikuttaa
lopputulokseen. Tésté esimerkkind on kuvan 16 tapaus. Siind on samalla muunnok-
sella muutetuu kaksi samankokoista neli6té. Neliot sijaitsevat alkuperiisessa koordi-
naatistossa eri kohdissa, ja téstd johtuen ne "reagoivat” muunnokseen eri lailla. Kol-
mas hankaluus on se, ettd parametrit ovat fysikaalisten taustojensa myo6té sidoksis-
sa toisiinsa, eikd niité siksi voida kisitelld erikseen muutoin kuin erikoistapauksissa.
Esimerkiksi jos parameteri a; on huomattavan suuri muihin verrattuna, venyttinee
se kuvaa x-akselin suunnassa. Mutta jos sekd a; ettd a; ovat huomattavan suuria, ei
em. johtopiditos vilttdmatta endd padekdan. Tastd johtuen on hyvin vaikea luoda
mitddn helppoja ja yleispitevid "sdant6ja”, joiden perusteella muunnosta voitaisiin
luonnehtia.
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Tasot z1ja 2s.

Kuva 17:

Kuva 18: Tasojen z; ja zo osamaara.
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5.2 Tasotulkinta
Jos katsotaan taas hieman yhtéloita

o a ' + ayy’ + as (57)
arr +agy +1°
n 0T + a5y + ag

arx’ + G,gy’ +1

(58)

huomataan, ettd osoittajissa ja nimittajissd on itse asiassa tasojen yhtalét. Muunne-
tut koordinaatit saadaan siis jakamalla taso tasolla. Vaikka itse tasot ovat helposti
hahmoteltavissa olevia kohteita, ei ole aivan helppoa sanoa mitd kahden tason osa-
madrind mahtaa syntyd. Otetaanpa siis esimerkki sen selvittdmiseksi. Kuvitellaan
ettd meilld on kaksi tasoa (kuva 17),

z1 = 0.1z+40.02y +5 ja (59)
7 = 0.03z +0.25y — 2. (60)

Jakamalla z1 /25 saadaan kuvassa 18 esitetty pinta. Kuten huomataan se ei enéé olek-
kaan taso vaan jotain aivan muuta. Ja kun vield muistetaan, ettd koordinaattipa-
rin (2", y") saamiseksi on suoritettava kaksi tasolla jakoa, on tdménkin tulkintatavan
kayttokelpoisuus hieman kyseenalainen. Tasojen sijaintien ja kallistusten perusteella
voidaan toki padtelld jotain muunnoksen ominaisuuksista, mutta vihemmalla tyolla
padsee, jos suorittaa muunnoksen ja toteaa millaiseksi alkuperdinen kuva muokkau-
tui.

5.3 Erikoispisteiden kaytto

Muunnoksen luonnetta voidaan hahmotella kitevisti muutaman erikoispisteen avul-
la. Namé pisteet ovat (0o, y’),(z’, 00) ja (0,0). Pisteen (0o, ') sijainti muunnetulla
kuvalla saadaan laskemalla raja-arvot
2" = lim “”IIJ“ ay tas o (61)
=00 a7x’ + agy’ + 1 ay
U,4£E, + a5y' + ag ay

" = lim = —. 62
4 o—oo a7x’ + agy’ + 1 ay (62)

Vastaavasti pisteelle (2', 00) saadaan

Lo +ay +a as .
' = lim — 20 T8 _ % ja (63)
y'—oo a7z’ + agy’' + 1 ag
! !
y" — lm asxr + asy +a6:%‘ (64)
y—oo a7z’ + agy’ + 1 as

Pisteen (0,0) sijainniksi saadaan

.’L‘” . a10+a20+a3 _
a7;0+ ag0+1

" as0 + as0 +ag

a0 +ag0+1




Maa 57.290 Fotogrammetrian erikoisty6 14

Pisteisté (a1/ar, as/a7) ja (az/as, as/ag) piirrettyjen viuhkojen ja pisteen (¢, f) avul-
la voidaan pééitelld aika paljon kyseessid olevasta muunnoksesta. Otetaanpa esimer-
kiksi kuvassa 19 esitetty muunnos. Sitd vastaavat muunnosparametrit on esitetty
seuraavassa taulukossa:

parametri ay as as ay as ag ay as

arvo 0.9398 0.0472 30.0000 0.2250 0.8410 0.0000 0.0006 -0.0006

Saadaan siis

a1 Q4

4 (1625.1,389.1

(2.%) = (62.1,3500), (67)
(@%) = (=75.8,-1348.4) ja (68)
ag as

(as,a6) = (30.0,0.0). (69)

Néiden pisteiden avulla voidaan muunnettuun kuva-avaruuteen piirtdd alkuperéi-
sen kuvan origo ja koordinaattiakselien "pakopisteet” (kuva 20). Piirdmalla pisteista
(1625.1,389.1) ja (-75.8,-1348.4) sideviuhkia saadaan aikaan ruudusto, joka kuvaa
erittdin hyvin muunnoksen kiyttaytymisti. Lisdksi piirroksen avulla voidaan jossain
médrin tehdd paatelmid myos siitd, mitd tapahtuu jotain tiettyd muunnosparamet-
ria muutettaessa. Esimerkiksi jos parametrin a4, arvoa pienennetdin, valuu piste
(1625.1,389.1) alaspiin. Tétd havainnollistaa kuva 21. Parametrin a4 arvo on puoli-
tettu jolloin toinen erikoispiste on tullut puolta lahemmais x-akselia.

300 300
250 250
200 200
150 150
100 100
50 50
0 0

0 100 200 300 0 100 200 300

Kuva 19: Tarkastelun alla oleva muunnos.

6 Loppusanat

Tasséd tyossa on tutkittu kaksiulotteista projektiivista muunnosta. Tavoitteena oli
16ytaa siitd jotain uutta ja kiyttokelpoista. Se, miten tavoite tayttyi jatetdan lukijan
arvioitavaksi. Tekijdn itsend mielestd tyon parasta antia ovat kappaleessa 5 esitetyt
tulkinnat.



Maa 57.290 Fotogrammetrian erikoisty6 15

2000 T T N T
\ \\ N /\ |
\ N N / [
\ S N |
1500}~ ~ \ "~ v
=~ | N \ A
- \ ~ I\ |
~ < | N /N \ /1
\ T~ ~ \ \ sy
\ \ -~ | ~ |/
~ = \ \ /
1000} \ ~ 4 N N .
\ \ | T~ / N \ 7 /I
\ \ | =~/ S NE. ry
\ \ | ;T o~ N AR
500 \ \ | / \\\\\\\\/////,
\ / ~ —
,,,,,,,,,, \,,,,,,,,f,,,,,,,*__
\ | /T I~
N \ | / BTN
\ \ / _ -/ - // \\
| — sy I A
(VN \ \ i /s /A
~ \ \ \/// / - / / /‘ \
- 7 e 7/
\\ \\ _ -\~ : / //// / ///‘ \
\\ //< \ / s/ //// | \
-500 N \ \ I / <y /s / vl
- ~ | 4 e |
_ - ~ \ \ 4 4 / / =\
> ~ \ v L7y / -7 / L=
-~ - -
T~ SO N vl 0 Es !
~1000 + ~ _ NV A e | g
~ _ ~“ M, /- / |
~ 7
/\\\\\¥//// //7 / |
,,,,,,,,, S = A
-1500 PRI N ! 1
- s/ AVARN =~ / ‘
o ANV ~ <
2 - sy NN ~ |
> A AN T NN - =
- - ; /1 ~ / ~ L
_2000’ 2 i { ) N > I T
-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

Kuva 20: Erikoispisteet auttavat muunnoksen tulkinnassa. Pieni rengas nelikulmion
nurkassa osoittaa alkuperdisen kuvan origon sijainnin muunnoksen jilkeen.
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Kuva 21: Parametrin a4 puolittaminen nékyy oikeanpuoleisen erikoispisteen liikkee-
na.
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Liite 1: Yksinkertainen havaintovaline

Projektiivisia tasolta tasolle tapahtuvia muunnoksia voi tutkia kitevisti tassa liit-
teessd esiteltdvin havaintovilineen avulla. Sen rakentamiseen tarvitaan pari laudan-
palasta, nelja kuminauhanpéatkid ja nitoja. Laudanpalasiin piirretdin alkuperiisen
ja muunnetun kuvan nurkat. Vastinpisteet yhdistetdin kuminauhanpéatkilla (kuva
23). Kuvien aseman toisiinsa nihden saadaan siten, etti etsitddn laudanpatkille sel-
laiset asemat, ettd kuminauhat kulkevat saman pisteen kautta taittumatta (kuva
24).

Kuva 22: Tarvikkeet havaintovilinetta Kuva 23: Vastinpisteet yhdistettyné
varten. toisiinsa kuminaubhoilla.

Kuva 24: "Hmm, néin sen taytyy olla”.
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Liite 2: Matlab-koodeja muunnoksen testailuun

Matlab on kdtevd ohjelma monien matemaattisten ongelmien tutkimiseen. Tés-
si liitteessd on esitetty kolme funktiota, joita voidaan kiyttdd hyviksi projektii-
visten muunnosten ominaisuuksien tutkimisessa. Funktio RatkaiseParametrit rat-
koo vastinpisteiden kuvakoordinaattien avulla muunnosparametrit, funktio Muunna
muuntaa annetut pisteet annetuilla muunnosparametreilla ja funktio Viuhka piirtaa
muunnosta vastaavat erikoispisteet ja sddeviuhkat (katso luku 5.3).

RatkaiseParametrit:

function param=RatkaiseParametrit(sx,sy,tx,ty)

%» Funktio ratkisee kaksiulotteisen projektiivisen muunnoksen
% parametrit. Vektorit sx ja sy sisdltdvdt pisteiden koordinaatit
% alkuperdisessd ja tx ja ty munnetussa koordinaatistossa.

A=zeros(2*length(sx),8);
1=zeros(2*length(sx),1);

k=1;
for i=1:length(sx)
A(k,1)=sx(i);A(k,2)=sy(i) ;A(k,3)=1;A(k,7)=-sx(i)*tx(i);A(k,8)=-sy(i)*tx(i);
1(k)=tx(i); k=k+1;
A(k,4)=sx(i);A(k,5)=sy(i);A(k,6)=1;A(k,7)=-sx(i)*ty (i) ;A(k,8)=-sy(i)*ty(i);
1(k)=ty(i); k=k+1;
end
param=A\1;

return;

Muunna;:

function muunnetut=Muunna(sx,sy,p,piirto)

% Funktio muuntaa vektoreiden sx ja sy koordinaatit vekotorissa p
% annettujen muunnosparametrien avulla. Jos parametri piirto on
% annettu arvo yksi, piirretd&n alkuperdinen ja muunnettu pisteistd ikkunaan.

tx=(p (1) *sx+p(2) *sy+p(3)) ./ (p(7) *sx+p(8) *sy+1) ;
ty=(p(4) *sx+p(5) *sy+p(6)) ./ (p(7) *sx+p(8) *sy+1) ;

if piirto==
figure;
subplot(1,2,1);
plot(sx,sy,’+’);
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subplot(1,2,2);
plot (tx,ty,’+’);
end

result=[tx ;ty]l;

return;

Viuhka:

function []=Viuhka(param,slkm,s)

%» Funktio piirdd aktiiviseen ikkunaan muunnetun origon ja muunetuista

% pakopisteistd l&dhtevdt sddeviuhkat. Vektori param sisdlt&&d muunnoksen
% parametrit, slkm on piirrettdvien s&dteiden lukumd&drd ja s on niiden pituus.

hold omn;
plot (param(3) ,param(4),’0’); % piirretddn muunnettu origo
px=param(1) /param(7); py=param(4)/param(7); % ensimmdinen pakopiste

for i=0:2%pi/slkm:2*pi
dx=s*cos(i);
dy=s*sin(i);
plot ([px px+dx], [py py+dyl);
end

px=param(2) /param(8); py=param(5)/param(8); % toinen pakopiste
for i=0:2%pi/slkm:2*pi

dx=s*cos(i);

dy=s*sin(i);

plot ([px px+dx], [py py+dyl);

end

hold off;

return;



